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RESUELTOS

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas ¥Y3ninutos

Contesta de manera clara y razonada una de |lagpdmses propuestas. Cada cuestion
se puntua sobre 10 puntos. La calificacion finadlsteene de dividir el total entre 4.

OPCION A
1°) Calcular la distancia entre los plams x+y-z+5=0y n, =x+y-z-1=0.

La distancia entre dos planos paralelos se pusthe de diversas formas. Una de
ellas consiste en determinar un punto de uno dpléw®s y calcular su distancia al otro

plano.

Un punto den, es P(0, O, 5) y la distancia de un punto a ungpléene dada por

, Ax, + By, +Cz +D .
la formulad(P, 77)= | A% + By, +C7, | , que aplicada al caso que nos ocupa es:
‘J/¥Z+ BZ_+(:2

_|1:0+1-0-1-5-3 _|0+0-5-1] _|-6] :6\/522\/5

d(r[l’ nz):d(P’ 7T2) \/12+12+(_1)2 \/m \/é 3

d(7z,, 7,) = 24/3 unidades
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X+y+z=k

2°) Estudiar el sistemax+(1+k)y+z=2k segln los valores de k y resolverlo para
x+y+(1+k)z=0

k=1.

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsesites:

1 1 1 1 1 1 k
M=|1 1+k 1 |;;M'=|1 1+k 1 2k
1 1 1+k 1 1 1+k O
1 1 1
IM[=]1 1+k 1 |=(@+k)*+1+1-(1+k)-1-(1-k)=1+2k+k*+1-1-k-1+k=
1 1 1+Kk

=2k+k?=k(2+k)=0;; k, =0 ;; k, =-2

Para {kk:_oz} = Rango M = Rango M'=3=n° incég = Compatible Determinado

Veamos cual es el rango de M’ para los valoresrames:

Para k=0 = M'= = RangoM =RangoM'=1

=
e
e
o O O

Para k=0 = RangoM =RangoM'=1<n° incog = Compatible Indeterminado

Nota: Se hace constar que la indeterminacion esdos grados de libertad, es
decir, que el sistema se transforma en la ecuacidg + z = 0. Parametrizando dos in-
cognitas resulta :

X
y=A;, z=u;, Xx=—-A-u = Solucion: |y
z

-A-u
A, 04 pOR
7,

11 1 -2
Parak=-2 = M'=|1 -1 1 -4| = Rangode M' =
1 1 -1 0



11 -2
= {C,C, C}=1|1 -1 -4/=-2-4-2+4=-4#0 = RangoM'=3
11 0

Para k =-2 = Rango M # Rango M' = Incompatile

Resolvemos, como se pide, par k = 1, que resuisstema compatible determi-

X+y+z=1
nado: {x+2y+z=2. Aplicamos la Regla de Cramer:
X+y+2z=0
111
2 21
012 4+2-1-4 1
X = = =_=1=x
111 4+1+1-2-1-2 1 —
121
11 2
111
1 21
y = 10 2 _4+1—2—2_}_1_y
1 1 (e
111
1 2 2
110 1+2-2-2 -1
Z= = = =-1=z
1 1 1
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2
3°) Se considera la funcioi(x) = (x+1) . Se pide:

X

a ) Calcular sus extremos relativos.

b ) Calcular fim f(x) y fim f(x).

c ) Dibujar la grafica de la funcién.

a)

£(x) = 2(x +1) - e(X —)Sx+1)2 e _ 2(x+1)—x(x+1)2 _ (x+1)(2x—x—1) _ (1+ x)El—x)

, 1-x? - -2x-e* —-1-x?)-e¢ -—-2x-1+x* x*-2x-1 _,,
f'(x)= 5 f(x)= (X()2 ) - = ~=1"(x)
e e e

)_12—2-1—1:1—2—1_—1

(1) = - =<0 = Maximo relativo para x=1
e e e
2 2
f(1)= (1+11) _2 4 = Maximo: P(L ﬂ)
e e e e

b)
) ) )
lim f(x)= lim (x+X1) :+_c::+oo-e°°:+oo-oo:+oo
X — —00 X - —00 e e -
- I's 2
fim f(x)= fim (X+X1) =72 - % Indet = (L'Hopital) =
X —» +oo X —» +oo e e 0
li li
- M Z(le):iz Indet. = (L'Hopital) = m %:E:Q
X —» +oo e 0 X - +oo e oo =



c)

Para representar la funcion tendremos en cuemta@trata de una funcién con-
tinua en su dominio, que es R; que, segun el ajzadaterior, tiene una asintota hori-
zontal paray = 0.

Para una mayor precision en la grafica vamos erm@tar sus puntos de infle-
xion:

2 _ _ 2 _ -
f"(x):X—ZXl o f"(x):o — X—ZX:I':O - X2—2X—]_:O

X X

e e
+l
X=2_ 24+4 =212\/§=21L§\/§:11\/§ = x1:1+\/§D2'41;; X, =1-+/2 0-041
_v2+1f _eV2f A
f(w)_( e ) _( em) 0031 = P.I.: A( 241 031)
_-v2+1f -2 Cal o
f(l_fz)_( 7 ) _( el‘fz) 0052 = P.l.: B(- 041 052)

\ YA

f(X) F
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4°) Hacer un dibujo de la region limitada por lae/asy = ser x € y =cos x y las rec-

7l .
tasx = " y x=r. Calcular su area.

Las gréficas de las funciones seno y coseno seedifian en que tienen un desfa-

se deg (90°). (La palabra coseno se deriva de complenditeeno)

Se trata de dos funciones continuas cuyo domewmiR y el recorrido de ambas es
[-1, 1]; el periodo de ambas é).

Teniendo en cuenta que el coseno de un angutuakal seno del angulo com-
plementario, las graficas de las funciones sermmsgmo son las que se indican a conti-
nuacion, expresadas en el intervalo de un giro.

in/Z
! 1 1
y=senx

'._n

_n

‘ ‘ i 4 S
3n/2 -1
y = COS X X=n

Como puede observarse, en el intervalo comprenubddas dos rectas verticales

71
X :Z y x=, los ordenadas de la curva y = sen x son mayaredas de y = cos X,

por lo cual el area pedida es la siguiente:

T T
S=[(senx~cosx) - dx=[-cosx~senx]; = (~cosm- senx)—(— cos——sen—j =

4

By

= —cosmT- senx+cosg+ senl—ZT: ~(-1)-0+0+1=1+1=2u*=S
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OPCION B

3

. , . X , .
1°) Determinar las asintotas de la funC|6(rx):2—1, asi como sus extremos relati-
X —

vos. Representarla graficamente.

Las asintotas pueden ser horizontales, vertigadddicuas.

Horizontales: son los valores finitos que tomaugir@o x tiende a valer infinito;
son de la forma y = k.

lim lim x® .
y=k= f(x)= ~—— =00 = No tiene
X — 00 X —» 00X —1 -

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador.

x*=1=0;; x,=1;; x,=-1

Oblicuas: son de la forma= mx+n, siendo:

X
[im f(x [im 2 _ [im X2
m= —): X 1_ 5 =1=m
X - 0 X X > 00 X X - 00 X° =1
[im lim X3 lim  x®-x®+x
n= [£(x)-mx = ———X|= - =0=n
X _ 00 X > 0| X -1 X >0 x° -1

Asintota oblicua:_y = x

Para determinar los extremos relativos recurrientas derivadas:

S (X2 -1)-x®-2x _3x*—3x?-2x* _ x*-3x* _ x*(x2-3) _

e S

(ax® —6x) - (x2 -1 =x* (x* -3) - 2(x* - 1) - 2x _ (ax® - 6x) - (x* —1)- 4x* (x* - 3)
(e 1) (e 1)

_ 4% - 4x° —Bx7 +6x - 4x° +12x° _ 2x° +6x _ 2x(x* +3) _
(x2 - 1)3 (x2 - 1)3 (x2 - 1)3




Wi\ 2x(x2 +3) N

y"(0)=0= No hay maximo ni minimo (Para punto de inflexion)

y-'(\/é): 2/3- (3:3):12\/:—3 =3J3>0= Minimo para x =+/3
(3-1) 4
y(\/é):%:? = Minimo = P(\@, ?)

Por ser la funcion simétrica con respecto al origex) = - f(x), la funcion tiene

373

un maximo relativo en el punto(— V3, —Tj.

Para que existe un punto de inflexion para x = Gecesario que no se anule la
tercera derivada para este valor.

(6x* +6) - (x* -1 —2x(x* +3) -3(x* -1)° - 2x _ (6x* +6) - (x* ~1)-12x* (x> +3) _
(x2 —1)6 (x2 —1)4

_ 6x* —Bx® +6x> ~6-12x" ~36x> _ —6x’ —36x* -6 _ —6(x‘ +6x>+1) _
(x* -2 (" -2 b =)

y''(0)#20 = Existe punto de inflexion para x = 0.

y(0)=0 = P.1.= 0(0, 0)

La curva pasa por el origen de coordenadas, gqeel@sco punto en que corta a
los ejes.

Por tratarse de una funcion racional esta defipata todos los valores reales de
X, excepto para aquellos valores que anulan elrder@alor; en este caso el dominio de
la funcion es:D(y) = R-{1, -1}.

Para determinar la tendencia en las asintotaa @ation tendremos en cuenta
los limites laterales siguientes y la simetria.

[im [im 3 ) . )
_f(x)= i j( = i = -0, A la izquierda de 1 la tendenciaes .
X -1 X-1 x-1 0

Con los datos obtenidos con anterioridad tenenewsesntos suficientes para rea-
lizar el dibujo de la gréafica de la curva con l&i@ante precision, que es la siguiente.
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2°) Estudiar la posicion relativa de las rec'razsx—_1 =Y-2 y S= x_y_z-1
2 3 2 1 1 5
La expresion mediante ecuaciones implicitas deeless es:
[ = 3X-3=2y . [ = 3x-2y-3=0 . <= X=Yy o= x-y=0
" |2x-2=2z " " |x-z-1=0 " “|5x=z-1"" " |bx-z+1=0
3x-2y-3=0
El sistema que forman las rectas §: ; —: 10: 0
5x-z+1=0
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
3 -2 0 3 -2 0 3
|10 -1/ |1 0 -1 1
/1 -1 0”7 |1 -1 0 O
5 0 -1 5 0 -1 -1
Estudiemos, en primer lugar el rango de M’:
3 -2 0 3 31 0 3
1 0 3
1 0 -1 1 11 -1 1
RangoM'= ={c, - C,+C} = =11 -1 1
1 -1 0 O 10 0 O
5 -1 -1
5 0 -1 -1 55 -1 -1

=1-3+15+1=14#0 = RangoM'=4

Ahora vamos a determinar el rango de M:

3 -2 0

{L,L,L}=|1 0 -1/=2-3=-120 = RangoM =3

1 -1 O

RangoM'=4
RangoM =3

} = Lasrectasr y s se cruzan
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3°) Enunciar el Teorema de Rolle. Demostrar mediantejemplo que la condicion de
gue la funcion es derivable en todos los puntosndetvalo abierto (a, b) no es super-
flua y no puede fallar la derivabilidad ni tan se&ma en un punto.

El teorema de Rolle se puede enunciar diciendo:

Si f(x) es una funcion continua en el intervalpldpy derivable en (a, b) y si se
cumple que f(a) = f(b), existe al menos un puiida, b) tal que f'(x) = 0.

La condicion de derivabilidad es imprescindibleapaoder aplicar el Teorema de
Rolle, cuya interpretacion geométrica es la quediea en el grafico siguiente.

YA

f(X)

f(a) | f(b)

a x1 |O X X3 b X

Existe al menos un valop xomprendido entre a y b para el cual la tangerde a
curva es horizontal. Pero para que esto sea asipesscindible que la funcion sea de-
rivable en todos los puntos del intervalo.

v 4 De no cumplirse la condicion de de-
rivabilidad puede ocurrir como en el caso
. del ejemplo siguiente de la funcidn

f(x)=|x| considerada en el intervalo [-2,

AN

—_
X
N—’
1
X

2] donde se cumple que f(-2) = f(2) y que,
ademas, la funcidn es continua en su domi-

nio que es R.

Para el punto x = 0 perteneciente al
intervalo [-2, 2] la funcidn no es derivable

2 O 2 X 'y, como puede observarse, no existe ningur

punto del intervalo donde la tangente a la
funcidn sea horizontal.
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1+x 1 1
4°) Resolver la ecuacignl 1+x 1 |=0.
1 1 1+x

Para facilitar el desarrollo del determinante amts la primera fila a las otras
dos y resulta:

1+x 1 1
-x x 0[=0;; x*1+x)+x*+x2 =x*(1+x)+2x* =0 ;; xX*(1+x+2)=0 ;;
-Xx 0 x

x?(x+3) = 0.

Las soluciones de la ecuacion son:
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